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Глава 2. Модели и методы оптимизации 
2.1. Примеры задач оптимизации

Людям свойственно стремление к лучшему, и если им приходится выбирать из нескольких возможностей, то желание найти среди них оптимальную представляется вполне естественным.

Слово «оптимальный» происходит от латинского optimus, что значит – наилучший, совершенный. Для того, чтобы найти оптимальную из возможностей, приходится решать задачи на отыскание максимума или минимума, то есть наибольших и наименьших значений каких-либо величин. Оба эти понятия – максимум и минимум – объединяются единым термином «экстремум» (от латинского «extremum», означающего «крайнее»). Поэтому задачи на отыскание максимума или минимума называют экстремальными задачами.

Великий русский математик П.Л.Чебышев (1821-1894) писал, что особенную важность имеют те методы науки, которые позволяют решать задачу, общую для всей практической деятельности человека: как располагать своими средствами для достижения по возможности большей выгоды. С такими задачами приходится иметь дело представителям самых разных специальностей – инженеры-технологи стремятся так организовать производство, чтобы на имеющемся станочном парке сделать как можно больше продукции, конструкторы ломают голову, стремясь сделать наилегчайшим прибор на космическом корабле, экономисты стараются так спланировать прикрепление заводов к источникам сырья, чтобы транспортные расходы оказались наименьшими.

Но не только людям приходится решать подобные задачи. Бессознательно с ними справляются и некоторые виды насекомых и других живых существ. Например, форма ячеек пчелиных сот такова, что при заданном объеме на них идет наименьшее количество воска. Неумолимый естественный отбор привел к тому, что выжили лишь пчелы, тратившие меньше всего усилий на строительство сот.
Пример 1.1. Предположим, что надо вытесать из цилиндрического бревна брус наибольшего объема. Эта задача сводится к тому, чтобы вписать в круг данного радиуса 
[image: image1.wmf]R

 прямоугольник наибольшей площади (рис. 1.1). 
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Рис. 1.1. Прямоугольник, вписанный в круг

Если обозначить ширину прямоугольника через 
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, то его высота 
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 равна 
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. И теперь нам надо найти 
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, при котором функция 
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 принимает наибольшее значение. Вычислим производную и приравняем ее нулю, тогда получим 


[image: image9.wmf]0

4

2

2

4

2

2

2

2

=

-

-

-

=

¢

x

R

x

x

x

R

S

,

[image: image10.wmf]R

x

2

0

£

£

.

Отсюда 
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 – точка максимума функции 
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, и прямоугольник должен быть квадратом.

Пример 1.2. По каналу, имеющему форму, приведенную на рис. 2.2, производится сплав бревен. Определить максимальную длину бревна, которое может пройти поворот этого канала. Толщиной бревна следует пренебречь.
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Рис. 1.2. Форма канала

Длина бревна, концы которого опираются на внешние части канала,  равна 
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 может изменяться в переделах от 0 до  
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 будет бесконечным, и бревно не пройдет по каналу. Бревно с концами, опирающимися на внешние части канала, пройдет по нему только тогда, когда значение 
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 будет наименьшим. Вычислим производную от функции 
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 и приравняем ее нулю. Получим
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Так как 
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, то максимальная длина бревна, которое пройдет поворот, равна
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или
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Пример 1.3. Балка наибольшей прочности. Основным элементом любой строительной конструкции является балка. Прочность балки зависит от того, какую форму имеет ее поперечное сечение. При этом высота сечения играет значительно большую роль, чем ее ширина. В сопротивлении материалов доказывается, что прочность балки с прямоугольным сечением пропорциональна ширине балки 
[image: image36.wmf]b

 и квадрату ее высоты 
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. Иными словами, прочность такой балки равна 
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, где 
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 – коэффициент пропорциональности, зависящий от длины балки, материала, из которого она сделана, и т.д.

Деревянные балки обычно приходится вытесывать из круглых бревен. В связи с этим возникает следующая задача: из бревна радиуса 
[image: image40.wmf]R

 сделать балку наибольшей прочности.

На рис. 1.1 изображено поперечное сечение бревна. Выразим прочность балки как функцию от ее ширины 
[image: image41.wmf]x

. Так как высота балки 
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. При этом 
[image: image44.wmf]x

 изменяется от 0 до 
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Функция 
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 обращается в нуль при 
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 и положительна между этими значениями. Значит, она имеет максимум, лежащий между 0 и 
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. Производная этой функции 
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 обращается в нуль при  
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. Это и есть оптимальное значение ширины балки. Высота балки такой ширины равна 
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. Именно такое отношение высоты вытесываемой балки к ее ширине предписывается правилами производства строительных работ.

 Пример 1.4. Законы отражения и преломления света. В основе этих законов лежит общий принцип, который формулируется следующим образом: луч света, попадающий из точки 
[image: image55.wmf]A

 в точку 
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, движется по такому пути, что время, затраченное им на этот путь, минимально (рис. 1.3). 
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Рис. 1.3. К закону преломления света

Выведем из этого принципа закон преломления света при переходе из среды, где свет распространяется со скоростью 
[image: image58.wmf]1
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 в среду, где он распространяется со скоростью 
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. В этом случае время, затраченное светом на путь из 
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 в 
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, выражается формулой 
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где 
[image: image63.wmf]d

 – расстояние между проекциями точек 
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 и 
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 на линию раздела двух сред, 
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 и 
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 – расстояния самих точек от этой линии, 
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 – расстояние между проекцией 
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 точки 
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 и точки преломления 
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.

Дифференцируя эту функцию и приравнивая производную нулю, получим
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то есть 
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Это и есть закон преломления света.

В рассмотренных задачах исследуемая функция зависела от одного аргумента 
[image: image74.wmf]x

. Однако, часто необходимо находить наибольшее и наименьшее значение функций, зависящих от многих переменных. Инженер-химик должен искать такие значения температуры, давления, состава смеси и т.д., при которых данный химический процесс пойдет как можно быстрее. А агроном должен так определять сроки посева, сбора урожая, количества удобрений, чтобы при заданных затратах и заданном количестве рабочей силы и техники собрать как можно больший урожай. Иногда количество переменных, от которых зависит ответ, достигает миллионов – так обстоит дело, например, в задачах экономики, где надо составить оптимальный план, оперируя выпуском продукции на многих тысячах предприятий и устанавливая различные варианты распределения этой продукции.

2.2. Постановка и классификация задачи оптимизации
В общем виде задача оптимизации ставится следующим образом: требуется найти совокупность чисел 
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(1.1)

достигает наибольшего (наименьшего) значения, и при этом выполняются условия
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(1.2)

Функция (1.1) носит название целевой функции или функции цели, неравенства (1.2) образуют систему ограничений. В этой системе могут быть также неравенства вида 
[image: image78.wmf]³

, или равенства.

По смыслу задачи неизвестные 
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, как правило, являются неотрицательными, то есть 
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. Эти условия могут содержаться среди неравенств (1.2), но могут также быть выписаны отдельно. Часть или даже все неизвестные задачи иногда должны быть целыми, тогда эти условия также включаются в систему ограничений.

Количество ограничений 
[image: image82.wmf]m

 и число неизвестных 
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 характеризуют размерность задачи оптимизации. 

Любой набор переменных, удовлетворяющих системе ограничений, называется допустимым решением или планом. Совокупность всех допустимых решений называется допустимым множеством. Численные значения целевой функции позволяют определить качество различных допустимых решений в соответствии с выбранным критерием. Оптимальное решение (оптимальный план) представляет собой такое допустимое решение, при котором значение целевой функции достигает экстремальной величины. 

В теории принятия решений часто возникают проблемы, математические модели которых представляют собой модели оптимизации (задачи математического программирования). В состав этих моделей входят:

· целевая функция, выражающая в математической форме поставленную цель с точки зрения выбранного критерия оптимальности;

· система ограничений, то есть соотношения, которым должно удовлетворять решение данной задачи.

В зависимости от вида целевой функции и ограничительных условий в задачах оптимизации принято выделять следующие разделы:

· линейное программирование, в котором целевая функция, а также уравнения и неравенства системы ограничений линейны;

· квадратичное программирование, в котором целевая функция квадратична и выпукла, а допустимое множество определяется линейными равенствами и неравенствами;

· выпуклое программирование, в котором целевая функция и допустимое множество выпуклы;

· дискретное программирование, в котором допустимое множество дискретно, например, состоит из точек с целочисленными координатами;

· сепарабельное программирование, в котором целевая функция и ограничения являются сепарабельными функциями, т.е. представляют собой сумму функций, каждая из которых зависит только от одной переменной;

· динамическое программирование, в котором процесс оптимизации разбивается на ряд последовательных этапов;

· стохастическое программирование, в котором информация о задаче оптимизации носит элементы неопределенности, и некоторые ее параметры являются случайными величинами.

2.3. Методы решения задач оптимизации

Основным и важнейшим методом линейной оптимизации является в настоящее время симплексный метод или метод последовательного улучшения базисного плана. Метод был разработан Дж.Данцигом в 1949 году. Но еще раньше, в 1939 году, советским ученым академиком Л.В.Канторовичем для решения задач линейного программирования был предложен так называемый метод разрешающих множителей, незначительно отличающийся от симплексного метода. Симплекс-метод дает возможность решать задачи линейного программирования как вручную, так и на вычислительных машинах. Через конечное число шагов (симплексных таблиц) или получается оптимальное решение или обнаруживается неразрешимость задачи линейного программирования.

Для решения общей задачи нелинейной оптимизации существует довольно много алгоритмов, однако лишь немногие оказываются эффективными для задач большой размерности. Ни один из этих алгоритмов не имеет по отношению к другим таких преимуществ, чтобы его можно было считать универсальным средством решения любых задач нелинейного программирования. При сравнении алгоритмов следует использовать следующие критерии: надежность, скорость решения, время подготовки задачи для решения, точность решения, степень выполнения ограничивающих условий. Методы нелинейной оптимизации принято классифицировать в зависимости от порядка производных, которые используются для максимизации (минимизации) целевой функции:

· методы нулевого порядка (методы поиска), при которых для поиска точки экстремума используются только значения целевой функции;

· методы первого порядка, при которых используются значения целевой функции и ее первых частных производных; 

· методы второго порядка, при которых используются значения целевой функции и ее первых и вторых частных производных; 

К методам поиска относятся: метод покоординатного спуска Пауэлла, метод Хука-Дживса, метод Розенброка, метод деформируемого многогранника (симплексный метод Нелдера и Мида) и его модификация в виде комплексного метода Бокса для нелинейной оптимизации с ограничениями, методы случайного поиска.

К методам 1-го порядка относятся градиентные методы, метод сопряженных направлений, метод переменной метрики (Дэвидона-Флетчера-Пауэлла).

К методам 2-го порядка относится метод Ньютона.

Характерной особенностью вычислительной стороны методов решения задач оптимизации является то, что практическое использование этих методов требует огромной вычислительной работы, которую без ЭВМ реализовать крайне трудно, а в ряде случаев – невозможно. В первую очередь это связано с тем, что задачи оптимизации, формализующие реальные производственные ситуации, являются задачами большой размерности, недоступными для ручного счета.

Практическую реализацию методов оптимизации для учебных задач невысокой размерности удобно проводить средствами табличного процессора Microsoft Excel. Вычислительные возможности оптимизации объединены здесь с большим набором функций, присущих текстовому и графическому редакторам и другим приложениям пакета Microsoft Office. Excel позволяет выполнять линейную и нелинейную оптимизацию (для достаточно гладких функций 
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 и 
[image: image85.wmf]i

g

, входящих в задачу), осуществлять прогнозирование и поддержку принятия решений.  

Важное достоинство табличного процессора состоит в возможности автоматического пересчета всех данных, связанных функциональными зависимостями, при изменении любого компонента таблицы. Тем самым имеется возможность в определенной степени управлять процессом оптимизации и принятия решений. 

2.4. Постановка задачи линейного программирования

Общая задача линейного программирования ставится следующим образом: найти совокупность неотрицательных чисел 
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достигает наибольшего (или наименьшего) значения, причем эти числа удовлетворяют системе линейных ограничений 
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(2.2)

Все неравенства в системе ограничений взяты со знаком Ј, так как любое неравенство противоположного смысла всегда можно привести к данным путем умножения обеих частей неравенства на -1. 

В задаче линейного программирования не обязательно требовать, чтобы все переменные 
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 были неотрицательными. Если какая-либо переменная 
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 не подчинена условию 
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, то вместо нее можно ввести две неотрицательные переменные 
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. Эти переменные вводятся в целевую функцию (2.1) и ограничения (2.2), общее количество переменных при этом увеличивается. 

Определение 1. Совокупность неотрицательных чисел 
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, удовлетворяющих системе ограничений (2.2), называется допустимым решением или планом задачи, а вектор 
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 называется допустимым вектором. 

Множество всех допустимых решений будем называть допустимой областью в 
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-мерном пространстве 
[image: image99.wmf]n

R

. Каждому допустимому решению соответствует определенное значение целевой функции 
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Определение 2. Допустимое решение, при котором целевая функция достигает экстремума, называется оптимальным решением или оптимальным планом задачи. 

Таким образом, если 
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 – оптимальное решение задачи на максимум, то выполняется неравенство 
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 для любого допустимого решения 
[image: image103.wmf]X

. В случае задачи на минимум имеет место неравенство противоположного смысла.

Задача линейного программирования может иметь одно или бесконечное множество оптимальных решений, в этом случае она называется разрешимой. Задача может не иметь ни одного оптимального решения, тогда она называется неразрешимой. 

Пример 2.1. На лесоперерабатывающем предприятии установлено три группы оборудования (строгальные, фрезерные и шлифовальные станки). На этих станках производится два типа продукция: шкафы и столы. Известны нормы затрат машинного времени, эффективный фонд времени станков, прибыль от реализации единицы продукции (табл. 2.1). 

Таблица 2.1

	Станки
	Затраты машинного времени на обработку одного изделия, час
	Фонд времени станков, час

	
	Шкаф
	Стол
	

	Строгальные
	4
	3
	144

	Фрезерные
	2
	1
	64

	Шлифовальные
	2
	3
	120

	Прибыль, ден.ед.
	8
	7
	


Определить количество изделий каждого вида, которое необходимо изготовить на предприятии с целью получения наибольшей общей прибыли от реализации готовой продукции.

Количество шкафов и столов, которое необходимо изготовить на предприятии, обозначим соответственно через 
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 и 
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. Общая прибыль от их изготовления выражается функцией
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(2.3)

Определим фактическую загрузку по каждой группе оборудования. Она будет равна
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 – для строгальных станков,
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 – для фрезерных станков,
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 – для шлифовальных станков.

Коэффициенты при неизвестных обозначают здесь нормы затрат машинного времени на обработку одного шкафа и одного стола соответственно.

Ресурсы машинного времени ограниченны. Следовательно, загрузка по каждой группе оборудования не должна превышать имеющихся ресурсов машинного времени. Математически это означает, что 
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(2.4)

Ограничительные условия для решения данной задачи мы получили в виде системы линейных неравенств (2.4). Очевидно, что неизвестные задачи являются целыми числами и удовлетворяют условиям
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Таким образом, математическая модель задачи состоит в максимизации целевой функции (2.3) при условиях, что неизвестные 
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 и 
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 удовлетворяют системе ограничений (2.4) и неравенствам (2.5).

2.5. Графическое решение задач линейного программирования с двумя неизвестными

Знакомство с геометрической стороной задач линейного программирования позволяет наглядно представить истинный смысл задачи. Основное преимущество графического метода – его простота и наглядность, однако он пригоден лишь для решения задач с двумя неизвестными и задач, сводящихся к ним. При наличии трех неизвестных использование этого метода затруднено, а при наличии более трех неизвестных становится невозможным. 

Приведем графическое решение задачи (2.3)-(2.5). В системе координат 
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 EMBED Equation.2  [image: image116.wmf]2
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 построим область допустимых решений задачи. Уравнение 
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. Через точки с координатами 
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 проведем прямую линию. Эта прямая делит всю плоскость на две полуплоскости. Для координат любой точки одной полуплоскости выполняется неравенство 
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, а любой точки другой полуплоскости – неравенство противоположного смысла 
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. Чтобы определить расположение соответствующей полуплоскости относительно граничной прямой, достаточно подставить координаты любой точки 
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 (проще всего в качестве такой точки брать начало координат), не лежащей на прямой, в левую часть неравенства. Если при этом получим верное неравенство, то полуплоскость содержит точку 
[image: image127.wmf]M

, если получим неверное неравенство, то полуплоскость не содержит точку 
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. Так как точка 
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 удовлетворяет неравенству 
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, то следует выбрать полуплоскость, содержащую начало координат. Направление полуплоскости показано на чертеже стрелкой. Аналогично строятся полуплоскости, соответствующие второму и третьему неравенствам системы (2.4).

Система неравенств 
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 определяет первый квадрант координатной плоскости. 

На рис. 2.1 показаны граничные прямые и полуплоскости, соответствующие всем неравенствам системы (2.4) и условиям неотрицательности неизвестных 
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 и 
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. Общая часть всех полуплоскостей будет представлять собой допустимую область 
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, расположенную в первом квадранте. 
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Рис. 2.1. Графическое решение задачи (2.3)-(2.5)

Перейдем теперь к графическому изображению целевой функции. При фиксированном 
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 уравнение 
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 определяет прямую, а при изменении 
[image: image139.wmf]z

 – семейство параллельных прямых. Эти прямые называются линиями уровня целевой функции, поскольку в каждой точке линии уровня значение целевой функции одно то же. Вектор 
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, перпендикулярный ко всем линиям уровня, показывает направление возрастания 
[image: image141.wmf]z

. Задача отыскания допустимого решения системы, для которого целевая функция максимальна (минимальна), геометрически сводится к определению точки допустимой области, через которую пройдет линия уровня, соответствующая наибольшему (наименьшему) значению 
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. 

На рис. 2.1, где построена допустимая область, строим вектор 
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 (его длину можно увеличить) и перпендикулярную ему – одну из линий уровня, например, проходящую через начало координат. При решении задачи на максимум будем перемещать эту линию уровня параллельно самой себе в направлении, указанном вектором 

. Оптимальная точка определяется как точка пересечения линии уровня, отвечающей наибольшему значению 
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, с допустимой областью. Если требуется решить задачу на минимум, то линию уровня следует перемещать в направлении, противоположном вектору 

. 

Линии уровня 
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 и 
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 имеют общие точки с допустимой областью, причем линия 
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 отвечает наибольшему значению 
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. При дальнейшем ее перемещении она уже не будет иметь общих точек с допустимой областью. Таким образом, оптимальное решение соответствует точке 
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, координаты которой можно определить путем совместного решения уравнений
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соответствующих первой и третьей граничным прямым. Находим 
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. При этом 
[image: image152.wmf]320

7

8

*

2

*

1

max

=

+

=

x

x

z

 ден.ед. Чтобы получить наибольшую прибыль в 320 ден.ед., предприятие должно изготовить 12 шкафов и 32 стола. Заметим, что в оптимальном плане шкафов оказалось меньше столов, несмотря на то, что прибыль от одного шкафа выше, чем от одного стола.

В рассмотренном примере задача линейного программирования имеет единственное решение. Однако она может не иметь решения, если допустимая область неограниченна, а линии уровня целевой функции «движутся» в сторону неограниченности, или если данная система неравенств противоречива (допустимая область пуста). Задача может иметь и бесчисленное множество оптимальных решений, если линия уровня, отвечающая наибольшему (наименьшему) значению, совпадает с одной из сторон многоугольника. В подобных случаях говорят, что задача имеет альтернативное оптимальное решение (имеется свобода выбора оптимального решения).

2.6. Решение задачи линейного программирования в Excel
Симплексный метод является универсальным методом решения задач линейного программирования, однако, он требует серьезной математической подготовки. В настоящее время разработано множество программных средств, реализующих методы линейной оптимизации. Для учебных целей хорошим и очень простым инструментом служит оптимизация в MicroSoft Excel.

Рассмотрим последовательность действий по решению задачи (2.3)-(2.5) с помощью электронной таблицы Excel.

Этап 1. Загрузить программу Excel.

Этап 2. Для ввода исходных данных создать таблицу, приведенную на рис. 2.2. Здесь показан один из вариантов организации исходных данных, возможны и другие варианты.
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Рис. 2.2. Ввод исходных данных задачи (2.3)-(2.5)

На рис. 2.2 введены названия элементов модели (затенённые ячейки), но они являются лишь оформлением решения задачи и на результат не влияют. 

Для независимых переменных 
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 и 
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 зарезервированы ячейки В4:C4. Решение задачи и должно определить оптимальные значения именно этих величин.

Коэффициенты целевой функции записаны в ячейки B6:C6. Целевая функция вводится в ячейку D6. При этом алгебраическая формула 
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, выражающая целевую функцию, должна быть трансформирована в так называемую клеточную формулу, содержащую не имена переменных, а адреса ячеек, в которых находятся эти переменные, как показано в табл. 2.2.

Таблица 2.2
	Ячейка
	Формула

	D6
	= B6*B4+C6*C4
	или
	=СУММПРОИЗВ(B6:C6;B4:C4)


Заполнение аргументов функции СУММПРОИЗВ( ) показано на рис. 2.3.

[image: image157.png]Apryne Tl dhyHiiny
CoMMTPOVEE

Maceusi [eice =7
Maccez [B4:Ct == o0
Macoes

|

=0
BOSBPAULAT Cyviy MPOHSBEAEHHYE CODTBETCTBY 1oL STEHEHTOS HACCHEOS W AHAI0HOS,

MaCCHB2: HACCHB L HACCHEZ;... OT 2 40 30 HACCHBDS, o KOWTOHEHTS HykHO
NeDEHHONHTE, & 33TEM CTONHTS MOy e MPOV5E AeHH. Bce
HACCHB®) AOTHHE! HNETS OAHY W Ty XE Pa3HepHoCTS.

omena

Copaca no ol dymea 3naverve:0





Рис. 2.3. Функция СУММПРОИЗВ( )

Коэффициенты ограничений системы (2.4) размещены в ячейках блока B9:C11. В ячейках F9:F11 записаны правые части этих ограничений. Для записи левых частей ограничений 
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 необходимо создать клеточные формулы и поместить их в соответствующие ячейки D9, D10 и D11, как показано в табл. 2.3. 

Таблица 2.3

	Ячейка
	Формула

	D9
	= B9*B4+C9*C4
	или
	=СУММПРОИЗВ(B9:C9;B4:C4)

	D10
	= B10*B4+C10*C4
	или
	=СУММПРОИЗВ(B10:C10;B4:C4)

	D11
	= B11*B4+C11*C4
	или
	=СУММПРОИЗВ(B11:C11;B4:C4)


Вышеприведённые формулы отличаются только одним сомножителем, поэтому ячейки D10, D11 можно заполнить протягиванием формулы из ячейки D9, если в ячейках  B4:C4 предварительно поставить знак $:

 =СУММПРОИЗВ(B9:C9;$B$4:$C$4).

Этап 3. После ввода исходных данных можно приступить к поиску решения. С этой целью в Excel используется команда ПОИСК РЕШЕНИЯ меню СЕРВИС. Рассмотрим последовательность ввода компонентов. 

Курсор в ячейку D6 (целевая ячейка) и команда Сервис – Поиск решения. На экране диалоговое окно Поиск решения (рис. 2.4).
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Рис. 2.4. Диалоговое окно ПОИСК РЕШЕНИЯ

В окне Поиск решения пока заполнено только поле Установить целевую ячейку, в котором должен стоять адрес D6 (неважно, абсолютный или относительный);

Установить кнопку на поиск максимального значения. Если требуется найти минимальное значение или значение, равное заданной величине, то устанавливаются соответствующие кнопки и вводится значение заданной величины.

В поле Изменяя ячейки ввести адреса искомых переменных – B4:C4 набором на клавиатуре или протаскиванием мыши.

Затем следует ввести ограничения – щелкнуть по кнопке Добавить – на экране появляется диалоговое окно Добавление ограничения. Ограничения можно вводить блоками, например, D9:D11<=F9:F11, и B4:C4>=0, как показано на рис. 2.5 и 2.6.

Когда все ограничения для поиска оптимального решения заданы, воспользовавшись кнопками Изменить и Удалить, можно ввести  изменения, либо удалить ряд ограничений из их списка. Процесс вычислений запускается нажатием кнопки Выполнить.
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Рис. 2.5. Добавление ограничений
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Рис. 2.6. Добавление условий неотрицательности

Если вычисления оказались успешными, то полученное решение будет вставлено в таблицу, и на экране появится диалоговое окно Результаты поиска решения, содержащее информацию о завершении процесса поиска решения (рис.2.7). 
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Рис. 2.7. Результаты решения задачи (2.3)-(2.5)

Из рисунка видно, что в оптимальном решении:

- количество шкафов составляет 12 шт. (B4=12);

- количество столов составляет 32 шт. (C4=32).

При этом максимальная прибыль составляет 320 ден.ед. (ячейка D6), ресурс времени работы строгальных и шлифовальных станков (ограничения 1 и 3) исчерпан полностью (D9=F9, D11=F11), время простоя фрезерных станков составляет 64 – 56 = 8 часов.

2.7. Определение времени передачи информации из условия минимизации затрат
Пример 2.2. Требуется передать информацию объемом 1400 Мбит по трем каналам, имеющим различные скорости передачи. Известны также стоимостные характеристики занятости каналов за единицу времени и максимально возможные времена, в течение которых канал можно использовать. Данные сведены в табл. 2.4.

Таблица 2.4

	 Характеристики

каналов
	Канал 1
	Канал 2
	Канал 3

	Скорость передачи, Мбит/сек
	2
	3
	4

	Максимальное время использования, сек
	200
	200
	150

	Стоимость занятости,

у.е./сек
	7
	9
	10


Определить время, которое будет использовано каждым каналом для передачи необходимого объема информации, так чтобы суммарные затраты были наименьшими.

Составим математическую модель. Для этого введем искомые величины. Пусть xi - время передачи информации по i-му каналу, i=1,2,3, а z - общие затраты. Тогда целевая функция имеет вид 

.

Объем информации, передаваемый по 1-му каналу равен 

, по 2-му каналу 

, по 3-му каналу 

. Значит общий объем передаваемой информации равен 

, и, следовательно, должно выполняться равенство 

. Так как время использования каждого канала ограничено максимально допустимым временем, то 

.

Таким образом, математическая модель состоит в определении неотрицательных чисел 

, удовлетворяющих системе ограничений 



,

для которых целевая функция 




достигает наименьшего значения.

Решение задачи можно найти с помощью Excel. Исходные данные и формулы поместим (рис. 2.8) аналогично п.2.3.
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Рис. 2.8. Размещение исходной информации примера 2.2
Затем следует обращение к разделу «Поиск решения» в п. меню «Сервис» и заполнение соответствующих полей. Полученные результаты решения показывают, что минимальное значение целевой функции равно 4000 у.е. Оптимальное решение состоит в том, что 1 канал должен использоваться в течение x1=100 сек, 2 канал должен использоваться в течение x2=200 сек, 3 канал должен использоваться в течение x3=150 сек. 

2.8. Оптимизация прикрепления потребителей к поставщикам

Основной математической моделью оптимального прикрепления потребителей к поставщикам является так называемая транспортная задача линейного программирования. Транспортная задача определяется как задача разработки наиболее экономичного плана перевозки продукции одного вида из нескольких пунктов отправления в пункты назначения. При этом величина транспортных расходов прямо пропорциональна объему перевозимой продукции и задается с помощью тарифов на перевозку единицы продукции.

Пример 2.3. Заводы некоторой фирмы по производству однородной продукции расположены в городах А, В и С. Основные пункты потребления продукции сосредоточены в городах D и E. Объемы производства указанных трех заводов равняются 1000, 1300 и 1200 ед. продукции ежемесячно. Величины месячного спроса в пунктах потребления составляют 2100 и 1400 ед. продукции соответственно. Стоимости перевозки продукции автомобильным транспортом по каждому из возможных маршрутов приведены в табл. 2.5.

Таблица 2.5
Стоимость перевозки продукции, руб./ед.

	Заводы
	Потребители продукции

	
	D
	E

	A
	60
	30

	B
	100
	45

	C
	70
	68


Требуется определить объемы продукции, перевозимой от каждого завода в каждый пункт потребления, таким образом, чтобы 

· вся продукция была вывезена от поставщиков, 

· были удовлетворены потребности и 

· общие транспортные расходы были минимальными.

Прежде всего, определим суммарные запасы продукции во всех пунктах отправления и суммарные потребности продукции:
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Видим, что эти значения совпадают. Транспортная задача называется закрытой (или сбалансированной), если суммарные запасы совпадают с суммарными потребностями, т.е. 
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), задача называется открытой (или несбалансированной). Если суммарные запасы превышают суммарные потребности, необходим дополнительный фиктивный (реально не существующий) пункт потребления, который будет формально потреблять существующий излишек запасов. Если суммарные потребности превышают суммарные запасы, то необходим дополнительный фиктивный пункт отправления, формально восполняющий существующий недостаток продукции в пунктах отправления. Для фиктивных перевозок вводятся фиктивные тарифы, величина которых обычно приравнивается к нулю. 

Количество продукции, перевозимой из 
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-го завода в 
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-й пункт потребления обозначим через 
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. Суммарные затраты в рублях на ежемесячную перевозку продукции определяются по формуле
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(2.6)

Все запасы должны быть вывезены с заводов. Это значит, что должны выполняться следующие ограничения 
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Потребности в продукции должны быть удовлетворены, т.е.  
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(2.8)
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Очевидно также, что объемы перевозок должны быть неотрицательными, т.е.
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Таким образом, математическая модель задачи состоит в определении объемов поставок продукции 
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, для которых выполняются ограничения (2.7)-(2.9), а целевая функция (2.6) является наименьшей.  

Решение задачи получим в Excel. Размещение исходных данных на листе Excel и результаты оптимизации представлены на рис. 2.9.
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Рис. 2.9. Результаты оптимизации примера 2.3 
Оптимальный план перевозок содержится в блоке ячеек B9 : C11. Общие затраты на перевозки продукции составляют 243200 руб. (ячейка E4).

2.9. Сетевая модель и оптимизация процесса передачи информации по каналам связи

Планирование рациональной передачи сообщений по каналам связи является важной задачей, занимающей ключевое место среди других проблем планирования информационных систем. Большое значение имеет задача о минимизации суммарного времени передачи информации или о максимизации суммарного объема передаваемой информации. 

Обозначим через A1, A2,..., Am - узлы информационной сети, соединенные между собой n каналами связи. Из некоторых узлов необходимо отправить однородную информацию (такие узлы будем называть пунктами отправления), а в некоторые узлы надо ее переслать (эти узлы будем называть пунктами приема). Для каждого пункта Ai задано число ai. Если ai>0, то пункт Ai должен получить информацию в объеме ai единиц. Если ai<0, то из пункта Ai надо отправить информацию в объеме -ai единиц. Если ai=0, то пункт Ai может использоваться как транзитный для передачи информации. 

Для каждого j-го канала связи (j=1,2,...,n) известны затраты времени tj на передачу единицы информации по данному каналу и пропускные способности vj этого канала. Предполагается, что передача информации может осуществляться только в одном направлении, которое указывается стрелкой.

Требуется организовать передачу информации по каналам связи таким образом, чтобы удовлетворить пункты отправления и приема, не превысить пропускные способности каналов и так, чтобы общее время передачи информации было минимальным.

Если 

, то будем называть информационную сеть сбалансированной. Для сбалансированной сети можно сформулировать экстремальную задачу.

Обозначим через xj - объем информации, передаваемой по j-му каналу (j=1,2,...,n), а через z - суммарное время передачи информации по всем каналам. Тогда математической моделью служит следующая задача линейного программирования:




при ограничениях 



,



.

Здесь приняты обозначения: 

- множество каналов сети, непосредственно предшествующих узлу Ai, а 

 - множество каналов, непосредственно следующих за узлом Ai. Первая группа ограничений отражает тот факт, что разность между объемом информации, принятой пунктом Ai, и объемом информации, переданной из пункта Ai, равен требуемой информации ai. Вторая группа ограничений представляет собой ограничения на пропускные способности каналов. Заметим, если некоторый канал имеет неограниченную пропускную способность, то соответствующее неравенство можно опустить.

Полученная математическая модель аналогична известной модели о перевозках однородных грузов на транспортных сетях с ограничениями на пропускную способность дорог.   

Пример 2.4. Рассмотрим сеть, изображенную на рис. 2.10. Для этой сети имеем m=5, n=9. Пусть a1=240 Мб, a2=-150 Мб, a3=-170 Мб, a4=80 Мб, a5=0 Мб. 




Рис. 2.10. Сетевая модель процесса передачи информации

Затраты времени на передачу единицы информации по каждому каналу и пропускные способности каждого канала даны в табл. 2.6.

Таблица 2.6
	Номер

канала j
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	tj, сек
	3
	3
	7
	6
	8
	9
	5
	4
	5

	vj, Мб
	150
	80
	100
	80
	50
	120
	120
	100
	70


Требуется определить объемы передаваемой информации по каждому каналу при отсутствии и наличии ограничений на пропускные способности каналов.

Обозначим через {xj}j=1,2,...,9 - план передачи информации по 9 каналам. Математическая модель при отсутствии ограничений на пропускные способности каналов имеет вид




при ограничениях 



,



.

Если имеются ограничения на пропускные способности каналов, то к системе уравнений необходимо добавить следующие неравенства:



,

и тогда число ограничений в модели будет равно 5+9=14. 

Математическая модель относится к линейному программированию. Для решения задачи воспользуемся программным средством Excel. Размещение исходных данных на листе Excel представлено на рис. 2.11.
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Рис. 2.11. Исходные данные сетевой модели
В результате обращения к процедуре «Поиск решения» получим оптимальный план передачи информации:

· при отсутствии ограничений на пропускные способности каналов



,

и при этом 

;

· при наличии ограничений на пропускные способности каналов



,

и при этом 

.

2.10. Оптимизация расположения товаров в супермаркете 

Модели транспортного типа имеют разнообразные приложения в областях экономики, не связанных с перевозками грузов. Рассмотрим задачу о наилучшем расположении товаров различных видов на полках некоторого супермаркета. Как правило, взгляд потенциального покупателя падает на полки, расположенные ближе к середине, а на удаленные полки, находящиеся высоко или низко, обращается меньше внимания. Поэтому является различной вероятность взять для покупки товар с той или иной полки (с разной привлекательностью). Предположим, что вероятность приобретения товара с 
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На искомые переменные должны быть наложены ограничения на объем реализуемого товара  
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и условия неотрицательности переменных 
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2.11. Двойственность в линейном программировании

Теория двойственности имеет фундаментальное значение в линейном программировании. На основе теорем двойственности устанавливаются критерии оптимальности допустимых решений двойственных задач и среди них имеющий наибольшее значение критерий Л.В.Канторовича. Теория двойственности служит и источником многих вычислительных методов в задачах линейного программирования.

Рассмотрим две тесно связанные между собой задачи линейного программирования, одна из которых является задачей максимизации, другая – задачей минимизации, и запишем их в виде табл. 2.7.

Таблица 2.7
	Задача максимизации (задача I)
	Задача минимизации (задача II)

	Найти числа 
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Будем говорить, что задача II является двойственной к задаче I, а задача I – двойственной к задаче II, и что обе задачи в совокупности образуют пару симметричных двойственных задач. Отметим следующие особенности симметричных двойственных задач: 

·  одна задача является задачей максимизации, другая – задачей минимизации;

·  система ограничений задачи максимизации имеет все неравенства типа (, а задача минимизации – неравенства типа (;

·  число неизвестных одной задачи равно числу неравенств в системе ограничений другой задачи;

·  матрицы коэффициентов при неизвестных в неравенствах обеих задач транспонированы (строки одной из них совпадают с соответствующими столбцами другой);

·  свободные члены неравенств одной из задач равны соответствующим коэффициентам целевой функции другой задачи.

Неравенства задач I и II, записанные в одной строке, условимся называть сопряженными или двойственными парами условий. Например, ограничительные условия 
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 являются сопряженными. Для симметричных двойственных задач имеем 
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 сопряженных пар условий. 

Если система ограничений задачи I содержит равенства (одно или несколько), то двойственная задача также существует и составляется по тем же самым правилам с одним отличием. А именно, сопряженные условия к равенствам состоят в том, что соответствующие двойственные переменные могут быть любого знака. Например, равенству 
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 соответствует условие: 
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 – любого знака. В этом случае задачи называются несимметричными двойственными задачами.

Следующие теоремы устанавливают глубокую связь между двойственными задачами I и II.

Теорема 1 (неравенство двойственности). Значение целевой функции задачи максимизации на допустимом решении 
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 не превосходит значения целевой функции двойственной задачи минимизации на допустимом решении 
[image: image233.wmf]Y

, то есть 
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Теорема 2 (основная теорема двойственности). Если одна из двойственных задач имеет оптимальное решение 
[image: image235.wmf]*

X

, то и вторая имеет оптимальное решение 
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, при этом значения целевых функций для оптимальных решений обеих задач совпадают, то есть 
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Если одна из двойственных задач неразрешима из-за неограниченности целевой функции (
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), то область допустимых решений второй задачи пустая.

Теорема 3 (малая теорема двойственности). Если двойственные задачи имеют хотя бы по одному допустимому решению, то обе задачи имеют оптимальные решения.

Теорема 4 (критерий оптимальности Л.В.Канторовича). Для того, чтобы допустимые решения 
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 и 
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 пары двойственных задач были их оптимальными решениями, необходимо и достаточно, чтобы в каждой паре сопряженных условий строгому неравенству соответствовало бы равенство, другими словами, в каждой паре сопряженных условий хотя бы одно условие было бы равенством.

Теорема 5 (теорема об оценках). Частные производные от максимального значения целевой функции 
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 по свободным членам 
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 численно равны значениям переменных 
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Составим, например, задачу, двойственную к задаче максимизации из примера 2.1. Исходную и двойственную к ней задачу представим в виде табл. 2.8 с указанием сопряженных пар условий. 

Таблица 2.8
	Задача максимизации (задача I)
	Задача минимизации (задача II)

	Найти числа 
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Согласно основной теореме теории двойственности 
[image: image261.wmf]w

z

min

max

=

, а так как 
[image: image262.wmf]å

=

=

m

i

i

i

y

b

w

1

*

min

, где 
[image: image263.wmf]{

}

m

i

i

y

,

1

*

=

 – оптимальное решение двойственной задачи, то
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. Из полученного соотношения видно, что двойственная переменная 
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 является коэффициентом  при 
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 и, следовательно, показывает, как изменится целевая функция при изменении ресурса 
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 на единицу. В литературе по оптимизации двойственные переменные 
[image: image268.wmf]i

y

 принято называть двойственными оценками. В отчетах Excel двойственная оценка называется теневой ценой. 

Теорема 5 позволяет установить экономическое значение двойственных оценок. Если некоторый 
[image: image269.wmf]i

-й ресурс используется не полностью, т.е. имеется его некоторый резерв, то двойственная оценка этого ограничения равна нулю. Следовательно, уменьшение этого ресурса на величину резерва не влияет на оптимальное решение. Увеличение этого ресурса вызовет только увеличение резерва также без изменения результата решения.

Если же какой-то ресурс используется полностью, то его увеличение или уменьшение повлияет на величину целевой функции, а значение двойственной оценки показывает, насколько изменится целевая функция при изменении этого ресурса на одну единицу.

Значения двойственных переменных специально вычислять не надо, они определяются автоматически в процессе поиска оптимального решения исходной задачи.
2.12. Дискретное программирование

Область математики, занимающаяся исследованием и решением задач нахождения наибольших или наименьших значений функций на конечных множествах, называется дискретным программированием. Наиболее изученными задачами этого раздела являются целочисленные задачи линейного программирования, т.е. задачи линейного программирования, в которых на все переменные или на их часть наложено дополнительное требование целочисленности. Аналогичным образом определяются  целочисленные задачи и для более общих задач оптимального программирования - можно говорить, например, о задачах выпуклого целочисленного программирования и т.д. От целочисленных задач принято отличать так называемые дискретные задачи математического программирования, в которых областью допустимого изменения переменных является не множество целых  неотрицательных чисел, а некоторое произвольное конечное множество. Однако формально такие задачи могут быть сведены к целочисленным. Здесь будут рассматриваться лишь модели линейного целочисленного программирования. 

В моделях линейного целочисленного программирования по сравнению с обычными моделями линейного программирования на все переменные величины x1,x2,...,xn или на некоторые из них налагается требование целочисленности. В первом случае обычно говорят о полностью целочисленных, а во втором - о частично целочисленных задачах.

Значительная часть задач экономического характера требует целочисленности решений. Различают две разновидности моделей задач линейного целочисленного программирования: задачи с неделимостью и задачи с булевыми переменными. К первым относятся модели задач, в которых искомые величины являются  физически неделимыми объектами, как, например, число предприятий, число распределяемых машин, количество единиц неделимой информации и т.п. Модели с булевыми переменными (т.е. переменными, принимающими два значения "0" или "1") охватывают разнообразные оптимальные задачи комбинаторного характера, задачи с дополнительными логическими условиями, которые с помощью искусственно вводимых булевых переменных приводятся к линейным моделям задач целочисленного программирования.

Оптимальное решение, найденное симплексным методом, как правило, не является целочисленным. Округление полученных результатов до ближайших целых чисел допустимо в тех случаях, когда значения переменных, образующих оптимальный план исходной задачи, достаточно велики и погрешностями округления с практической точки зрения можно пренебречь. Однако во многих случаях такое округление дает вообще недопустимое решение, а если решение оказывается допустимым, то далеко не лучшим среди целочисленных решений, т.е. не оптимальным. Поэтому для нахождения оптимального целочисленного решения нужны особые методы и алгоритмы.

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на три основные группы: методы отсечений, комбинаторные методы и приближенные методы. Название "методы отсечений" связано с тем обстоятельством, что в систему ограничений вводятся дополнительные неравенства, отсекающие некоторые части множества допустимых решений, в которых отсутствуют точки с целочисленными координатами. Комбинаторные методы занимают доминирующее положение в целочисленном программировании. Это методы направленного частичного перебора допустимых решений. Наиболее известным комбинаторным методом является метод ветвей и границ, в котором из рассматриваемой задачи получается две подзадачи путем специального разбиения множества допустимых решений и отбрасывания областей, не содержащих целочисленных решений. Трудности машинной реализации точных методов решения задач целочисленного программирования привели к появлению приближенных методов случайного поиска в сочетании с локальной оптимизацией, а также методов, построенных на использовании особенностей  конкретной задачи.

Среди задач целочисленной оптимизации исключительно важными для практики являются, так называемые, раскройные задачи. В этих задачах требуется наилучшим образом произвести  раскрой каких-либо материалов. Это могут быть бревна, брус, прутья, арматура и другие одномерные материалы. Раскрой может быть двумерный или плоский, если требуется раскроить плиты (древесно-стружечные, древесно-волокнистые и пр.), фанеру, стекло, линолеум и другие материалы. Моделирование оптимального раскроя материалов является одним из способов эффективного использования производственных ресурсов предприятия.
1. Одномерный раскрой
Предположим, что имеется большое (практически неограниченное) число одномерных  заготовок одинаковой длины L. Это могут быть доски, бревна, трубы и т.п. Заготовки следует разрезать на детали m типов; длина детали типа i равна li, i=

  По  данным числам L и li можно составить матрицу всевозможных способов раскроя A=(aij), где каждое aij  указывает количество деталей типа i, получающееся из одной заготовки при раскрое ее по способу j, j=

 Таким образом, каждый способ раскроя j изображается столбцом матрицы А; он характеризуется набором целых чисел aij, подчиненных лишь условию 

 которое означает, что суммарная длина выкраиваемых из заготовки деталей не превосходит длины заготовки. Пусть, кроме того, заданы потребности bi,  i=

 в деталях типа i. Требуется выполнить это плановое задание, раскроив минимальное число заготовок.

Составление математической модели начинается с выбора неизвестных величин. Пусть xj - количество заготовок, подлежащее раскрою по способу j, j=

, z - общее число раскроенных заготовок. Тогда задача сводится к минимизации целевой функции
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xj(0,  xj - целые числа, j=

.





(3.3)

Таким образом, математическая модель задачи о раскрое состоит в определении чисел xj, j=

, удовлетворяющих ограничениям (3.2) и (3.3), для которых функция (3.1) достигает наименьшего значения. Она относится к линейному целочисленному программированию, поскольку на все неизвестные наложены условия целочисленности. Если за критерий оптимальности принять минимум суммарной величины отходов при раскрое, то целевая функция заменится на 












(3.4)

где сj=L-

- отходы от одной заготовки при способе раскроя  j.

Пример 3.1. Заготовки длиной L=2м необходимо раскроить на детали двух типов: длиной l1=0,6м в количестве 25 штук и длиной l2=0,9м в количестве 19 шт. таким образом, чтобы было затрачено не меньшее число заготовок.

В табл.3.1 укажем возможные способы раскроя заготовок, количество деталей 2-х типов, полученных от каждого реального способа раскроя, и потребности в этих деталях.

Таблица 3.1

	Детали

длиной
	Способы раскроя 
	Потребности

в деталях

	
	1
	2
	3
	

	l1=0,6

l2=0,9
	3

0
	1

1
	0

2
	25

19


Обозначим через х1, х2, х3 - число заготовок, которое надо раскроить первым, вторым и третьим способами соответственно. Тогда общее число раскроенных заготовок равно

z=x1+x2+x3(min.







(3.5)

Ограничения составляются из условий требуемого количества деталей каждого типа:
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(3.6)

x1, x2, x3=0,1,2,3,...







(3.7)

Математическая модель (3.5)-(3.7) раскройной задачи относится к линейному целочисленному программированию. Используя Excel, получим оптимальное целочисленное решение: x1=8, x2=1, x3=9. Оптимальный план состоит в раскрое 8 заготовок первым способом, 1 заготовки вторым способом и 9 заготовок третьим способом; при этом будет затрачено минимальное число заготовок zmin=18.

2. Плоский раскрой
Древесно-стружечные плиты размером 
[image: image270.wmf]b

a

´

 подлежат раскрою на детали двух типоразмеров: 
[image: image271.wmf]1
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´

 и 
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. Требуется получить не менее 
[image: image273.wmf]1
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 деталей первого и не менее 
[image: image274.wmf]2

N

 деталей второго типоразмера. Определить наилучший план раскроя.

В такой постановке задача является некорректной, поскольку указанное число заготовок может быть получено многими способами и не понятно, какой из способов является более предпочтительным по отношению к другим. Для получения однозначного решения задачи введем следующие критерии оптимальности:


[image: image275.wmf]1

z

 – общий расход плит;


[image: image276.wmf]2

z

 – суммарная площадь отходов;


[image: image277.wmf]3

z

 – суммарная длина пропилов; этот критерий может быть важен для экономии электроэнергии при работе станка.

Принятие наилучшего решения зависит от выбранного критерия оптимальности.

Пример 3.2. Решим задачу плоского раскроя при следующих исходных данных. Древесно-стружечные плиты имеют размер 230см. х 120см., и их необходимо раскроить на детали вида I размером 170см. х 50см. в количестве 89 штук и детали вида II размером 110см. х 65см. в количестве 45 штук. Найти оптимальный план раскроя по трем критериям оптимальности.
Возможные варианты (или карты) раскроя древесно-стружечных плит на требуемые детали изобразим на рис. 3.1.
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Рис.3.1. Карты раскроя ДСП

В табл.3.2 приведены возможные способы раскроя плит, количество деталей двух типов, полученных от каждого способа раскроя, и потребности в этих деталях.

Таблица 3.2
	Детали вида
	Способы (карты) раскроя
	Потребности

в деталях

	
	1
	2
	3
	

	I
II
	2
0
	0
3
	1
2
	89
45

	Число раскраиваемых плит
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Пусть 


[image: image282.wmf]1

x

 – количество плит, которые должны быть раскроены по первой карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по второй карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по третьей карте.
Составим математическую модель по первому критерию. Из обозначения функции 
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 следует, что 
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(3.8)

На основе данных табл. 3.2 получим систему ограничений:
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Условия неотрицательности и целочисленности неизвестных 
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очевидны.

Определив площадь отходов для 
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-го варианта раскроя одного листа ДСП, получим 
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м2. Тогда для второго критерия оптимальности целевая функция имеет вид
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Длины пропилов для 
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-го варианта раскроя листа ДСП соответственно равны: 
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м. Поэтому целевая функция для третьего критерия оптимальности оказывается равной
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Системы ограничений (3.9)-(3.10) при этом остаются без изменения. Таким образом, новые модели отличаются от модели (3.8) –(3.10) только целевыми функциями.

Решение всех трех задач оптимизации, полученное в Excel, приведено в табл.3.3.
Таблица 3.3
	Критерий

оптимальности

(на минимум)
	Число раскроенных плит 
	Значения критерия

	
	Карта 1
	Карта 2
	Карта 3
	
[image: image299.wmf]1
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	Расход плит
	33
	0
	23
	56
	46,02
	299

	Площадь отходов
	0
	0
	89
	89
	42,72
	569,6

	Длина пропилов
	45
	15
	0
	60
	56,925
	291


Как следует из табл. 3.3, наблюдается значительное различие между полученными оптимальными планами для различных критериев оптимальности. Так, например, расход плит может быть превышен по сравнению с оптимальным вариантом более, чем на 
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В рассмотренной задаче отсутствует единственный признак оптимальности, и имеет место «неопределенность» цели.

2.13. Задача закрепления продавцов за товарами
Имеется 
[image: image303.wmf]n

 продавцов и 
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 видов товара, предназначенных для продажи. Доход от продажи 
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-ым продавцом 
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-го товара известен и равен 
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, 
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. Требуется закрепить за продавцами продажу этих товаров таким образом, чтобы каждый продавец был занят продажей лишь одного товара, каждый товар продавался только одним продавцом и общий доход от продажи всего товара был максимальным.

Для составления математической модели введем булевы неизвестные 
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 следующим образом: 
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, если 
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-ый продавец осуществляет продажу 
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-го товара, и 
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, если 
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-ый продавец не занят продажей 
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-го товара.

Через z обозначим суммарный доход от продажи всего товара. Тогда
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Так как по условию каждый продавец продает только один вид товара, то
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(3.12)

Так как каждый вид товара реализуется одним продавцом, то



.








(3.13)

Таким образом, математическая модель задачи о назначениях состоит в определении неотрицательных целых чисел 
[image: image317.wmf]ij

x

, удовлетворяющих ограничениям (3.12)-(3.13), для которых целевая функция (3.11) минимальна. Система ограничений задачи показывает, что каждое допустимое решение можно представить матрицей, содержащей по одной единице в каждой строке и каждом столбце, а остальные элементы матрицы равны нулям. Ясно также, что число допустимых решений в задаче равно 
[image: image318.wmf]!

n

, и поэтому допустимое множество дискретно. 

Математическая модель в виде (3.11)-(3.13) представляет собой классический вариант задачи о назначениях. Она относится к линейному целочисленному программированию с булевыми переменными.
Пример 3.3. Пусть для определенности n=4, а доходы продавцов от продажи товаров, д.е. заданы в виде матрицы
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Тогда математическая модель задачи имеет вид
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при ограничениях 
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Результатом решения данной задачи, полученным в Excel, является оптимальное распределение продавцов по товарам, которое дается матрицей
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при этом максимальный общий доход, полученный от продажи, равен 
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д.е. По оптимальному плану первый продавец должен продавать второй товар, второй продавец – первый товар, третий продавец – третий товар, четвертый продавец – четвертый товар.

2.14. Модель выбора сегментов рынка

Предположим, что фирма может реализовать свою продукцию на 
[image: image323.wmf]n

 сегментах рынка. 

Пусть 
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 – количество продукции, которое может быть реализовано на 
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-ом сегменте, 
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 – удельные переменные затраты по реализации продукции на 
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-ом сегменте, 
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 – совокупные постоянные затраты по реализации продукции на 
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-ом сегменте;
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 – цена продукции на 
[image: image331.wmf]i

-ом сегменте;
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 – минимально необходимая выручка по всем сегментам,
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 – число сегментов, на которых фирма желала бы продавать свою продукцию.

Требуется определить сегменты рынка, на которых фирма должна работать, чтобы получить минимальную выручку.

Введем булевы переменные 
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, характеризующие целесообразность работы на 
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-ом сегменте, 
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– общие затраты фирмы. Тогда модель выбора сегментов состоит в решении следующей задачи оптимизации:
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Полученная экономико-математическая модель относится к линейному целочисленному программированию с булевыми переменными.
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